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Modelul liniar unifactorial

Se cunosc urmãtoarele date privind încasãrile medii lunare şi suprafaţa comercialã a 12 societãţi avînd acelaşi profil de activitate:

	Suprafaþa comercialã (mp)
	56
	62
	66
	75
	84
	96
	112
	120
	135
	144
	150
	154

	Încasãrile medii lunare (mil. lei)
	5.5
	5.9
	6.1
	6.5
	7
	8.2
	9.8
	10.1
	11.2
	12.3
	12.9
	13.1


Se cere:

a. sã se specifice modelul econometric ce descrie legãtura dintre cele douã variabile;

b. sã se estimeze parametrii modelului şi sã se calculeze valorile teoretice ale variabilei endogene;

c. sã se verifice ipotezele de fundamentare a metodei celor mai mici pãtrate;

d. sã se verifice semnificaþiile estimatorilor şi verosimilitatea modelului;

e. sã se estimeze încasãrile lunare ale unei societãţi comerciale care are o suprafatã de 125 m2.

a. 
Pe baza datelor problemei se poate construi un model econometric unifactorial de forma:  




y = f ( x ) + u

unde:  - y reprezintã valorile reale ale variabilelor dependente (încasãrile medii lunare);

           - x reprezintã valorile reale ale variabilelor independente (suprafaţa comercialã);

    - u este variabila rezidualã , reprezentând influenþele celorlalţi factori ai variabile y, nespecificaţi în model, consideraţi factori întâmplãtori, cu influenţe nesemnificative asupra variabilei y.

Analiza datelor din tabel, în raport cu procesul economic descris conduce la urmãtoarea specificare a variabilelor:

y – încasãrile medii lunare reprezentând variabila rezultativã, ale cãrei valori depind de o serie de factori: suprafaţa comercialã, amplasarea magazinului, publicitate, numãr de salariati, preţ de vânzare, s.a.m.d.;

x – suprafaţa comercialã, factorul considerat cu influenţa cea mai puternicã asupra variabilei y.

Specificarea unui model econometric presupune alegerea unei funcţii matematice cu ajutorul cãreia poate fi descrisã legãtura dintre cele douã variabile. Pentru modelul unifactorial, procedeul cel mai des folosit îl constituie reprezentarea graficã cu ajutorul corelogramei.


Cu ajutorul graficului s-au reprezentat legãturile dintre încasãrile medii lunare ale unitãţii (variabila rezultativã) şi suprafaţa comercialã. Din grafic se poate observa cã asupra caracteristicii rezultative, pe lângã suprafaţa comercialã, au influenţat şi alţi factori întrucât existã puncte aºezate fãrã nici o regularitate, influenţa acestor factori întâmplãtori neidentificaţi se va elimina prin ajustare, adicã prin stabilirea liniei de regresie teoreticã. Între numãrul de angajaţi şi volumul vânzãrilor existã o legãturã strânsã datoritã concentrãrii intense a frecvenţelor în jurul diagonalei.
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Din grafic se poate observa cã distribuţia punctelor empirice poate fi aproximatã cu o dreaptã. Drept urmare, modelul econometric care descrie legãtura dintre cele douã variabile este un model liniar unifactorial  y = a + bx + u , a şi b reprezentând parametrii modelului, b > 0 , panta dreptei fiind pozitivã rezultã cã legãtura dintre cele douã variabile este directã liniarã.


a - este coeficientul care exprimã influenţa factorilor neincluşi în model, consideraţi cu influenţa constantã 


b - coeficient de regresie

b. 
Deoarece parametrii modelului sunt necunoscuţi, valorile acestora se pot estima cu ajutorul mai multor metode. Se va utiliza metoda celor mai mici pãtrate, aceasta fiind utilizatã în mod curent. Aceastã metodã porneºte de la urmatoarea relaţie:
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unde:

· 
[image: image3.wmf]i
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 reprezintã valorile teoretice ale variabilei y obþinute numai în funcţie de valorile factorului esenţial  x şi valorile estimatorilor parametrilor a şi b, respectiv 
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 şi 
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  estimaţia valorilor variabilei reziduale.

În mod concret MCMMP constã în a minimiza funcţia:
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Rezolvând sistemul: 
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vom obţine estimatorii 
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Cu ajutorul estimaţiilor parametrilor se pot calcula valorile teoretice (estimate) ale variabilei endogene, 
[image: image14.wmf]i
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, cu ajutorul relaţiei:
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Tabel 1.a

	nr.crt
	Suprafata
	Incasari medii
	xi2
	xi*yi
	Yi=0,7578+0,0794xi
	(xi-
[image: image16.wmf]x

)2
	(yi-
[image: image17.wmf]y

)2
	ui=yi-Yi

	1
	56
	5.5
	3136
	308
	5.20145
	2352.25
	12.6025
	0.29855

	2
	62
	5.9
	3844
	365.8
	5.677559
	1806.25
	9.9225
	0.222441

	3
	66
	6.1
	4356
	402.6
	5.994965
	1482.25
	8.7025
	0.105035

	4
	75
	6.5
	5625
	487.5
	6.709129
	870.25
	6.5025
	-0.20913

	5
	84
	7
	7056
	588
	7.423293
	420.25
	4.2025
	-0.42329

	6
	96
	8.2
	9216
	787.2
	8.375512
	72.25
	0.7225
	-0.17551

	7
	112
	9.8
	12544
	1098
	9.645137
	56.25
	0.5625
	0.154863

	8
	120
	10.1
	14400
	1212
	10.27995
	240.25
	1.1025
	-0.17995

	9
	135
	11.2
	18225
	1512
	11.47022
	930.25
	4.6225
	-0.27022

	10
	144
	12.3
	20736
	1771
	12.18439
	1560.25
	10.5625
	0.115614

	11
	150
	12.9
	22500
	1935
	12.6605
	2070.25
	14.8225
	0.239505

	12
	154
	13.1
	23716
	2017
	12.9779
	2450.25
	16.4025
	0.122098

	Total
	1254
	108.6
	145354
	12484
	108.6
	14311
	90.73
	6.22E-15


 Tabel 1.b

	ui2
	yi-
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	(yi-
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)2
	    xi-
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	ui(xi-
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	(yi-
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	0.089132
	-3.55000
	12.60250
	-48.5
	-14.4797
	~
	172.175

	0.04948
	-3.15000
	9.92250
	-42.5
	-9.45373
	0.005793
	133.875

	0.011032
	-2.95000
	8.70250
	-38.5
	-4.04383
	0.013784
	113.575

	0.043735
	-2.55000
	6.50250
	-29.5
	6.169316
	0.098699
	75.225

	0.179177
	-2.05000
	4.20250
	-20.5
	8.677512
	0.045866
	42.025

	0.030804
	-0.85000
	0.72250
	-8.5
	1.491851
	0.061396
	7.225

	0.023983
	0.75000
	0.56250
	7.5
	1.161475
	0.109148
	5.625

	0.032382
	1.05000
	1.10250
	15.5
	-2.78921
	0.112099
	16.275

	0.07302
	2.15000
	4.62250
	30.5
	-8.24178
	0.008149
	65.575

	0.013367
	3.25000
	10.56250
	39.5
	4.566748
	0.148869
	128.375


	0.057362
	3.85000
	14.82250
	45.5
	10.89746
	0.015349
	175.175

	0.014908
	4.05000
	16.40250
	49.5
	6.04387
	0.013784
	200.475

	0.618382
	0
	90.73000
	0
	1.48E-12
	0.632937
	1135.6


Valorile variabilei reziduale se vor obţine din urmatoarea relaţie:
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Pe baza acestor valori se pot calcula abaterea medie pãtraticã a variabilei reziduale 
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 şi abaterile medii pãtratice ale celor doi estimatori, 
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unde:


k – este numãrul estimatorilor;
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În urma acestor calcule, modelul econometric se poate scrie:
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           (0,218)       (0,002) 

c. Estimatorii obţinuti cu ajutorul metodei celor mai mici pãtrate sunt estimatori de maximã verosimilitate dacã pot fi acceptate urmãtoarele ipoteze:

c1. Variabilele observate nu sunt afectate de erori de mãsura.
Aceastã condiţie se verificã cu regula celor trei sigma, regulã care constã în verificarea urmãtoarelor relaţii: 
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Pe baza datelor obţinem:
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EMBED Equation.3[image: image40.wmf](
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Deoarece valorile acestor variabile aparţin intervalelor 
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, ipoteza de mai sus poate fi acceptatã fãrã rezerve.

c2. Variabila aleatoare (rezidualã) u este de medie nula 
[image: image43.wmf](
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 este constantã şi independenta de X – ipoteza de homoscedasticitate, pe baza cãreia se poate admite cã legãtura dintre X º şi Y este relativ stabilã.


Se va utiliza procedeul grafic pentru a stabili acceptarea sau nu a ipotezei. Se va construi corelograma privind valorile variabilei factoriale x şi ale variabilei reziduale u.
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Deoarece graficul punctelor empirice prezintã o distribuţie oscilantã, se poate accepta ipoteza cã cele douã variabile sunt independente şi nu corelate.

c3. Valorile variabilei reziduale ([image: image45.wmf]i

u

ˆ

) sunt independente, respectiv nu existã fenomenul de autocorelare.
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c3.1. Procedeul grafic: corelograma între valorile variabilei dependente (y) şi valorile variabilei reziduale  ([image: image46.wmf]i

u

ˆ

).

Ca şi în graficul precedent, distribuţia punctelor empirice fiind oscilantã, se poate accepta ipoteza de independenţã a erorilor.

c3.2. Pentru acceptarea sau respingerea acestei ipoteze se utilizeazã testul Durbin-Watson.

· se calculeazã termenul empiric
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Pentru pragul de semnificaţie 
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, numãrul variabilelor exogene k = 1 şi numãrul observaţiilor n = 12, din tabela distribuţiei Durbin-Watson se iau valorile 
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Deoarece d1 < d < d2 
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   indecizie.

c4. Verificarea ipotezei de normalitate a valorilor variabilei reziduale

Dacã erorile urmeazã legea normalã de medie zero şi de abatere medie pãtraticã 
[image: image52.wmf]u
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, atunci are loc relaţia:
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Lucrând cu un prag de semnificaţie 
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 şi cu un numãr de grade de libertate v= n – 2=12 – 2=10 vom avea 
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. Cu ajutorul acestor date verificarea ipotezei de normalitate se poate face pe baza urmãtorului grafic: pe axa Ox se trec valorile ajustate ale variabilei y (adicã 
[image: image56.wmf]i
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), iar pe axa Oy se vor trece valorile variabilei reziduale (adicã 
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Se observã cã valorile empirice ale variabilei reziduale se înscriu în banda construitã, cu un prag de semnificaţie 
[image: image58.wmf]05
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. Ca atare, ipoteza de normalitate a variabilei reziduale poate fi acceptatã cu acest prag de semnificaţie.

d.

d1. verificarea semnificaţiei estimatorilor.

Estimatorii sunt semnificativ diferiţi de zero, cu un prag de semnificaţie 
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, dacã se verificã urmãtoarele relaţii:
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Pe baza calculelor de mai sus se observã faptul cã ambii estimatori sunt semnificativ diferiţi de zero, cu un prag de semnificaţie 
[image: image64.wmf]001
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d2.  Verificarea verosimilitãţii modelului

Pentru a accepta ipoteza de liniaritate se calculeazã coeficientul de corelaţie liniarã:
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Coeficientul de corelaţie liniarã fiind definit în intervalul [-1;1], rezultã cã valoarea obţinutã de 0,997 indicã o corelaţie liniarã puternicã între cele douã variabile.

Verificarea verosimilitãţii modelului se face cu ajutorul analizei dispersionale (analiza variaţiei).

	Sursa de variatie
	Masura variatiei
	Nr. grade de libertate
	Dispersii corectate
	Valoarea testului “F”

	Variatia dintre grupe
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	Variatia reziduala
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	Variatia totala
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Testul Fisher – Snedecor indicã faptul cã rezultatele obţinute sunt semnificative, cu un prag de semnificaţie de 1%.
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Pe baza datelor din tabel se poate calcula raportul de corelaţie dintre cele douã variabile:
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În cazul unei legãturi liniare, raportul de corelaţie este egal cu coeficientul de corelaţie liniarã:       
[image: image77.wmf]997

,

0

997

.

0

/

/

=

Û

=

x

y

x

y

r

R

.

Verificarea semnificaţiei raportului de corelaþie şi, implicit, a coeficientului de corelaţie liniarã se face cu ajutorul testului Fisher – Snedecor:
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Deoarece raportul de corelaţie este semnificativ diferit de zero, cu un prag de semnificaţie 
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, rezultã modelul econometric:
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care descrie corect dependenţa dintre cele douã variabile, acesta explicând 99,4% din variaţia totalã a variabilei dependente, adicã variaţia încasãrilor medii lunare se datoreazã în proporţie de 99,4% suprafeţei comerciale.

e. În medie încasãrile lunare vor fi egale cu:
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Încasãrile medii lunare y urmeazã o distribuţie normalã, de medie Y şi de abatere medie patraticã 
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Estimarea încasãrilor medii lunare, care se pot obţine daca suprafaţa comercialã este de 125, pe baza unui interval de încredere se calculeaza cu relaţia:
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Pentru un prag de semnificaţie 
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 sau cu o probabilitate egalã cu 0,99, încasãrile medii lunare care vor putea fi realizate de unitate sunt cuprinse în intervalul:
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		12		154		13.1		23716		2017.4		12.9779016141		2450.25		16.4025		0.1220983859		0.0149080158		4.05000		16.40250		49.5		6.0438700999		0.0137842137		200.475		9.05		3.9279016141		15.4284110904

		13		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.00000		0.00000		0		0		0		0		0		0		0

		14		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.00000		0.00000		0		0		0		0		0		0		0

		15		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.00000		0.00000		0		0		0		0		0		0		0

		total		1254		108.6		145354		12484.3		108.6		14311		90.73		0		0.6183823632		0		90.73000		0		0		0.6329366132		1135.6		~		0		90.1116176368

				a=		0.757763259		0.7578				xmed =		104.5		10920.25		d =		1.0235360044						11.8360911681

				b=		0.0793515478		0.0794				ymed =		9.05		81.9025		t =		2.16						197.1639088319

																										1.6717888347

		s(a)^2 =		0.0394686605		s(a) =		0.1986672104				s(u)^2 =		0.047568				t*s(u) =		0.4710973078						16.4282111653

		s(b)^2 =		0.000003		s(b) =		0.00182				s(u) =		0.2181006

																				sigma_x =		30.8879696106

				1.9480364754				-89.5		8010.25		0.2809798474				1.1017251749				sigma_y =		2.4594037218						ry/x		0.9965863571

																2.794347776				cov(y,x) =		75.7066666667						Ry/x =		0.9965863571		R^2 =		0.9931843672		FcR =		1894.3797542726

																				(Vx)^2 =		90.1116176368				(s(Y/X))^2 =		90.1116176368

																				(Vu)^2 =		0.6183823632				(s(u))^2 =		0.0475678741

																				(V0)^2 =		90.73

																				3.8142341535						Fc =		1894.3797542733

																				43.5245
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Sheet2

		nr.crt		suprafata		incasari medii		xi^2		xiyi		Yi=0,7578+0,0794xi		(xi-xmed)^2		(yi-ymed)^2		ui=yi-Yi		ui^2		yi-ymed		(yi-ymed)^2		xi-xmed		ui(xi-xmed)		(u(i)-u(i-1))^2		(yi-ymed)(xi-xmed)		y~		Yi-y~		(Yi-y~)^2

		1		56		5.5		3136		308		5.2014499336		2352.25		12.6025		0.2985500664		0.0891321421		-3.55000		12.60250		-48.5		-14.4796782196		~		172.175		9.05		-3.8485500664		14.8113376135

		2		62		5.9		3844		365.8		5.6775592202		1806.25		9.9225		0.2224407798		0.0494799005		-3.15000		9.92250		-42.5		-9.4537331423		0.0057926235		133.875		9.05		-3.3724407798		11.3733568134

		3		66		6.1		4356		402.6		5.9949654112		1482.25		8.7025		0.1050345888		0.0110322648		-2.95000		8.70250		-38.5		-4.0438316679		0.0137842137		113.575		9.05		-3.0550345888		9.3332363386

		4		75		6.5		5625		487.5		6.7091293411		870.25		6.5025		-0.2091293411		0.0437350813		-2.55000		6.50250		-29.5		6.1693155615		0.0986989748		75.225		9.05		-2.3408706589		5.4796754419

		5		84		7		7056		588		7.4232932709		420.25		4.2025		-0.4232932709		0.1791771932		-2.05000		4.20250		-20.5		8.6775120537		0.0458661888		42.025		9.05		-1.6267067291		2.6461747825

		6		96		8.2		9216		787.2		8.375511844		72.25		0.7225		-0.175511844		0.0308044074		-0.85000		0.72250		-8.5		1.4918506743		0.0613956355		7.225		9.05		-0.674488156		0.4549342725

		7		112		9.8		12544		1097.6		9.6451366082		56.25		0.5625		0.1548633918		0.0239826701		0.75000		0.56250		7.5		1.1614754385		0.1091477965		5.625		9.05		0.5951366082		0.3541875824

		8		120		10.1		14400		1212		10.2799489903		240.25		1.1025		-0.1799489903		0.0323816391		1.05000		1.10250		15.5		-2.7892093495		0.1120993312		16.275		9.05		1.2299489903		1.5127745187

		9		135		11.2		18225		1512		11.4702222067		930.25		4.6225		-0.2702222067		0.073020041		2.15000		4.62250		30.5		-8.2417773042		0.0081492536		65.575		9.05		2.4202222067		5.8574755298

		10		144		12.3		20736		1771.2		12.1843861365		1560.25		10.5625		0.1156138635		0.0133665654		3.25000		10.56250		39.5		4.5667476067		0.148869473		128.375		9.05		3.1343861365		9.8243764529

		11		150		12.9		22500		1935		12.6604954231		2070.25		14.8225		0.2395045769		0.0573624424		3.85000		14.82250		45.5		10.8974582489		0.0153489089		175.175		9.05		3.6104954231		13.0356772002

		12		154		13.1		23716		2017.4		12.9779016141		2450.25		16.4025		0.1220983859		0.0149080158		4.05000		16.40250		49.5		6.0438700999		0.0137842137		200.475		9.05		3.9279016141		15.4284110904

		13		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.00000		0.00000		0		0		0		0		0		0		0

		14		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.00000		0.00000		0		0		0		0		0		0		0

		15		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.00000		0.00000		0		0		0		0		0		0		0

		total		1254		108.6		145354		12484.3		108.6		14311		90.73		0		0.6183823632		0		90.73000		0		0		0.6329366132		1135.6		~		0		90.1116176368

				a=		0.757763259		0.7578				xmed =		104.5		10920.25		d =		1.0235360044						11.8360911681

				b=		0.0793515478		0.0794				ymed =		9.05		81.9025		t =		2.16						197.1639088319

																										1.6717888347

		s(a)^2 =		0.0394686605		s(a) =		0.1986672104				s(u)^2 =		0.047568				t*s(u) =		0.4710973078						16.4282111653

		s(b)^2 =		0.000003		s(b) =		0.00182				s(u) =		0.2181006

																				sigma_x =		30.8879696106

				1.9480364754				-89.5		8010.25		0.2809798474				1.1017251749				sigma_y =		2.4594037218						ry/x		0.9965863571

																2.794347776				cov(y,x) =		75.7066666667						Ry/x =		0.9965863571		R^2 =		0.9931843672		FcR =		1894.3797542726

																				(Vx)^2 =		90.1116176368				(s(Y/X))^2 =		90.1116176368

																				(Vu)^2 =		0.6183823632				(s(u))^2 =		0.0475678741

																				(V0)^2 =		90.73

																				3.8142341535						Fc =		1894.3797542733
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Sheet2

		nr.crt		suprafata		incasari medii		xi^2		xiyi		Yi=0,7578+0,0794xi		(xi-xmed)^2		(yi-ymed)^2		ui=yi-Yi		ui^2		yi-ymed		(yi-ymed)^2		xi-xmed		ui(xi-xmed)		(u(i)-u(i-1))^2		(yi-ymed)(xi-xmed)		y~		Yi-y~		(Yi-y~)^2

		1		56		5.5		3136		308		5.2014499336		2352.25		12.6025		0.2985500664		0.0891321421		-3.55000		12.60250		-48.5		-14.4796782196		~		172.175		9.05		-3.8485500664		14.8113376135

		2		62		5.9		3844		365.8		5.6775592202		1806.25		9.9225		0.2224407798		0.0494799005		-3.15000		9.92250		-42.5		-9.4537331423		0.0057926235		133.875		9.05		-3.3724407798		11.3733568134

		3		66		6.1		4356		402.6		5.9949654112		1482.25		8.7025		0.1050345888		0.0110322648		-2.95000		8.70250		-38.5		-4.0438316679		0.0137842137		113.575		9.05		-3.0550345888		9.3332363386

		4		75		6.5		5625		487.5		6.7091293411		870.25		6.5025		-0.2091293411		0.0437350813		-2.55000		6.50250		-29.5		6.1693155615		0.0986989748		75.225		9.05		-2.3408706589		5.4796754419

		5		84		7		7056		588		7.4232932709		420.25		4.2025		-0.4232932709		0.1791771932		-2.05000		4.20250		-20.5		8.6775120537		0.0458661888		42.025		9.05		-1.6267067291		2.6461747825

		6		96		8.2		9216		787.2		8.375511844		72.25		0.7225		-0.175511844		0.0308044074		-0.85000		0.72250		-8.5		1.4918506743		0.0613956355		7.225		9.05		-0.674488156		0.4549342725

		7		112		9.8		12544		1097.6		9.6451366082		56.25		0.5625		0.1548633918		0.0239826701		0.75000		0.56250		7.5		1.1614754385		0.1091477965		5.625		9.05		0.5951366082		0.3541875824

		8		120		10.1		14400		1212		10.2799489903		240.25		1.1025		-0.1799489903		0.0323816391		1.05000		1.10250		15.5		-2.7892093495		0.1120993312		16.275		9.05		1.2299489903		1.5127745187

		9		135		11.2		18225		1512		11.4702222067		930.25		4.6225		-0.2702222067		0.073020041		2.15000		4.62250		30.5		-8.2417773042		0.0081492536		65.575		9.05		2.4202222067		5.8574755298

		10		144		12.3		20736		1771.2		12.1843861365		1560.25		10.5625		0.1156138635		0.0133665654		3.25000		10.56250		39.5		4.5667476067		0.148869473		128.375		9.05		3.1343861365		9.8243764529

		11		150		12.9		22500		1935		12.6604954231		2070.25		14.8225		0.2395045769		0.0573624424		3.85000		14.82250		45.5		10.8974582489		0.0153489089		175.175		9.05		3.6104954231		13.0356772002

		12		154		13.1		23716		2017.4		12.9779016141		2450.25		16.4025		0.1220983859		0.0149080158		4.05000		16.40250		49.5		6.0438700999		0.0137842137		200.475		9.05		3.9279016141		15.4284110904

		13		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.00000		0.00000		0		0		0		0		0		0		0

		14		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.00000		0.00000		0		0		0		0		0		0		0

		15		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.00000		0.00000		0		0		0		0		0		0		0

		total		1254		108.6		145354		12484.3		108.6		14311		90.73		0		0.6183823632		0		90.73000		0		0		0.6329366132		1135.6		~		0		90.1116176368

				a=		0.757763259		0.7578				xmed =		104.5		10920.25		d =		1.0235360044						11.8360911681

				b=		0.0793515478		0.0794				ymed =		9.05		81.9025		t =		2.16						197.1639088319

																										1.6717888347

		s(a)^2 =		0.0394686605		s(a) =		0.1986672104				s(u)^2 =		0.047568				t*s(u) =		0.4710973078						16.4282111653

		s(b)^2 =		0.000003		s(b) =		0.00182				s(u) =		0.2181006

																				sigma_x =		30.8879696106

				1.9480364754				-89.5		8010.25		0.2809798474				1.1017251749				sigma_y =		2.4594037218						ry/x		0.9965863571

																2.794347776				cov(y,x) =		75.7066666667						Ry/x =		0.9965863571		R^2 =		0.9931843672		FcR =		1894.3797542726
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